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１．はじめに
この小論では［l]，［2］で論じたfinitesubsetpropertyをもつ空間，localizableな空間，そして
directsumな測度空間について引き続きその性質を調べる．
特に，strictlydirectsumの一般化である概念を導入する．
2．IneasurableelementとsupremuInのI性質
（Ｑ,BMZ）を測度空間とする.,(z*,ノリ*をそれぞれﾉuから導入された外側度，内測度とし，また，
ｕ＊－可測集合全体からなるｏ－ｆｉｅｌｄをＷとする．
３．を有限測度をもつ集合の全体とする．すなわち，
３。＝｛ＢＥ３，ノｕ（Ｂ）＜。｡｝・
定義２．１．ＡＣＱに対して，次の性質をもつ集合ＦＥＳをＡのmeasurableelementとい
つ
ノリ＊（Ａ－Ｆ）＝仏（Ｆ－Ａ）＝０．
定義２．２．（n,３M(1)を測度空間とする.集合族以Ｃ３に対して,次の性質をもつＢＳ３をsupremum
とよぶ．
（i）各Ａｅ則に対してノ(』（Ａ－Ｂ）＝０，かつ
（ii）Ｂｅ３が（i）の性質をみたすとき，ノリ（Ｂ－Ｂ）＝０．
定理２１．ＦＥ３をＡＣＱのmeasurableelementとする．
（１），(z＊（Ａ）≦ｌｕ（Ｆ）≦/u＊（Ａ）． 
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（２）〃（Ｆ△Ｇ）＝０なるＧｅ３は，またＡのmeasurableelementである．
（３）ＢＳ３とするとき，ＡｎＢはmeasurableelementとしてＦｎＢをもつ．
証明．
ﾉｕ（Ｆ）＝ノリ＊（Ｆ－Ａ）＋/(z＊（ＦｎＡ）およびﾉ(z＊（Ｆ－Ａ）＝０Ｍ(z＊（ＦｎＡ）≦ﾉ〔z＊（Ａ）
より，（１）の右辺の不等式を得，また
仏（Ａ）≦,u＊（Ａ－Ｆ）＋ノリ＊（ＡｎＦ），い（Ａ－Ｆ）＝０，ﾉu＊（ＡｎＦ）≦/(』（Ｆ）
より，（１）の左辺の不等式を得る．
ノ(』＊（Ａ－Ｇ）≦仏（（Ａ－Ｇ）－Ｆ）＋ﾉ(z＊（（Ａ－Ｇ）ｎＦ）
≦仏（Ａ－Ｆ）＋仏（Ｆ－Ｇ）＝０，
ノ(z＊（Ｇ－Ａ）≦ノリ＊（（Ｇ－Ａ）ｎＦ）＋α＊（（Ｇ－Ａ）－Ｆ）
≦仏（Ｆ－Ａ）＋ﾉu（Ｇ－Ｆ）＝０
より，（２）の主張を得る．
川（ＡｎＢ－ＦｎＢ）＝α＊（（Ａ－Ｆ）ｎＢ）≦ノリ＊（Ａ－Ｆ）＝０，
仏（ＦｎＢ－ＡｎＢ）＝/u＊（(Ｆ－Ａ）ｎＢ）≦仏（Ｆ－Ａ）＝０
より，（３）の主張を得る．
定義２．３．皿八をＡＣＱのmeasurablcelcment全体からなる集合族とする．
また，皿をmeasurableelementをもつＱの部分集合全体からなる集合族とする．
定理２．２（１）Ｓｍは３を含むo-ficldである．
（２）、１Aは可算共通積で閉じている．特に，ＡがmeasurablekcmelF（i､e、Ａ。Ｆなるｍｅ２１Ａはロ] いる．特に，Ａがmeasurablek rnelF（i､ｅ・Ａ。Ｆなるmeasurable
element）をもてば，Ｆは次の意味で最小のものである：
ノ(』（Ｆ－Ｅ）＝ＯｆｏｒａｌｌＥｅｍｌル
また，ＡがmeasurablecovcrG（ｉｅ，ＡＣＧなるmeasurableclcment）をもてば，Ｇは次の意味で
最大のものである：
ノリ（Ｅ－Ｇ）＝ＯｆｏｒａｌｌＥＥⅦル
（３）ＢＥ３に対し，ｎＡｎＢ。、ｌＡｎＢ
証明．
まず，L（Ｂ）＝/(z＊（ＡｎＢ）で定義される３上の集合関数川が茜上の測度であることに注意
する．
Ｓｑｍは明らか．従って，特にＱＥｎ．
また，ＡＥｍｌなら，そのmeasurableelementをＦとすると，ＡＣはＦｃをmeasurableelementとしても
つから，ＡｃｅＳｍ.さらに，｛Ｅ､｝亡皿なら，
Lｃ（ＵｎＥｎ）≦ＺＭ１Ａｃ（Ｅ､）＝ＺⅡ｣(Z＊（Ｅ⑪－Ａ）＝０． 
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すなわち，ノ(Z＊（ＵｎＥⅢ－Ａ）＝０．逆に，仏（Ａ－ＵｎＥｎ）≦仏（Ａ－Ｅ,）＝０．
以上から，肌は３を含むｏ－ｆｉｅｌｄである．
次に,{E､｝亡皿へとする．すると，
川（UnEnc）≦Zﾊル（Ｅ､．）＝ＺＭＺ＊（Ａ－Ｅｎ）＝０．
すなわち,/(z＊（Ａ－ｎｎＥ,!）＝０．また，逆に，
｣u＊（ｎｎＥｐ－Ａ）≦ﾉ〔z＊（Ｅ１－Ａ）＝Ｏより，ｎｎＥＥｎル
さて，ＡがmeasurablekemelFをもつとする．各ＥＥｍｌＡに対し，
ノリ（Ｆ－Ｅ）≦α＊（Ａ－Ｅ）＝０．
また，measurablecoverの場合にも同様に示せる．
（３）の主張は定理２．１．ですでに証明ずみ．
注意２．１一般に，Ａの2つのmeasurabIeelementE,Ｆの間に，関係ＭＺ（Ｅ△Ｆ）＝０は成り
立たないただし，次がいえる．
定理２．３．（Ｑ,3,,U）をfinitesubsetpropertyをもつ測度空間とする．ＡｅＩＢ*であり，また，Ｅ，
ＦをＡのmeasurableelementとすれば，
α（Ｅ△Ｆ）＝0． 
証明.
任意のＢｅ３ｏに対して，
ノｕ（(Ｅ－Ｆ）ｎＢ）≦ﾉ(L＊（(Ｅ－Ａ）ｎＢ）＋川（（Ａ－Ｆ）ｎＢ）
≦仏（Ｅ－Ａ）＋｜u＊（Ａ－Ｆ）＝０．
従って，finitesubsetpropertyよりＩＵ（Ｅ－Ｆ）＝０．
同様にしてβ（Ｆ－Ｅ）＝０を得，これから主張が得られる．
系．ＡｅＢ*がmeasurablekemelとmeasurablecoverの両方をもてば，ＡＥ３．
特に，ＣＢ*)｡Ｃ３である．
証明．
measurablekemelをＦ，measurablecoverをＧとすると，ＦＣＡ亡Ｇかつ定理2.3．より
,(』（Ｇ－Ｆ）＝０．故に，Ａｅ３．
次に，supremumの性質をあげる．
定理２４（ｎ，３，/(Z）をlocalizableな測度空間とし，集合族則Ｃ３のsupremumをＢとする．
（１）Ｅが集合族JRI'の別のsupremumならば，ノ(Z（Ｅ△Ｂ）＝０．逆に，ＥＥ３が｜(』（Ｅ△Ｂ）＝Ｏを
みたせば，Ｅは〃のsupremumである．
（２）零集合からなる集合族のsupremumは零集合である（特に，｡ととれる）．
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（３）ＧＣＥ［resp、ＥＣＧ］forallEeojJ'なるＧＥＳが存在すれば，ＢＵＧ［ｒｅｓｐＢｎＧ］も
J2I7のsupremumである．
（４）ｓｕｐ｛ﾉｕ（Ｅ）；ＥＥＺ｝≦似（Ｂ）≦,(z＊（ＵＥＥ）．
証明．
Ｅが別のsuprcmumのとき，〃（Ｅ△Ｂ）＝０の成立はその定義から明らか．
さて，Ｅがﾉリ（Ｅ△Ｂ）＝０をみたすとする．任意のＡｅｚ７をとると，ノリ（Ａ－Ｂ）＝０に注意
して，
ノリ（Ａ－Ｅ）≦/〔Z（Ａ－Ｂ）＋,(』（Ｂ－Ｅ）＝０．
また，ＢＥ３が定義２２の条件（i）をみたせば，Ｂがsuprcmumなることよりﾉ〔Z（Ｂ－Ｂ）＝０．
従って，
ノ〔Z（Ｅ－Ｂ）≦ﾉリ（Ｅ－Ｂ）＋ﾉ(』（Ｂ－Ｂ）＝０．
これで（１）の主張が示された．
次に，零集合からなる集合族のsuprcmumをＮとする．ｄは定義２２の条件（i）をみたすから，
ノリ（Ｎ）＝ﾉ(Z（Ｎ－の）＝０．
さて，ＧＣＥｆｏｒａｌｌＥ－ｚ７なるＧＥ３が存在するとする．各ＥｅｊＪ'に対し，
ｌｕ（Ｅ－ＢＵＧ）≦ﾉｕ（Ｅ－Ｂ）＝Ｏ 
ＢＥ３がﾉリ（Ｅ－Ｂ）＝ＯｆｏｒａｌｌＥｅＺ７をみたせば，
ノｕ（ＢＵＧ－Ｂ）≦/ｕ（ＢＵＧ－Ｂ）＋ﾉ(』（Ｂ－Ｂ）
＝/(』（Ｇ－Ｂ）≦ﾉリ（Ｅ－Ｂ）＝０．
また，もう一方の場合も同様にでき,これで（３）の主張が示された
最後に，（４）の主張を示す．各ＥｅＺに対し，
ノリ（Ｅ）＝ﾉ(』（ＥｎＢ）＋/(』（Ｅ－Ｂ）＝ﾉリ（ＥｎＢ）≦ﾉ(』（Ｂ）
より，左辺の不等式が得られた
次に，Ａ＝Ｕ園Ｅとして，ＡのmeasurableelementをＦとすると，ＢｎＦもZのsupremumとなる．
実際，各Ｅａ２ｌ'に対し，
ノリ（Ｅ－ＢｎＦ）≦ﾉリ（Ｅ－Ｂ）＋且（Ｅ－Ｆ）≦ノリ＊（Ａ－Ｆ）＝０．
また，ＢＥ３がﾉリ（Ｅ－Ｂ）＝ＯｆｏｒａｌｌＥｅ列をみたすとすると，
ノｕ（ＢｎＦ－Ｂ）≦ﾉｕ（Ｂ－Ｂ）＝０．
さて，（１）より，ノリ（Ｂ△（ＢｎＦ））＝ﾉｕ（Ｂ－Ｆ）＝０だから，
ノｕ（Ｂ）＝,(』（Ｂ－Ｆ）＋ﾉＭＢｎＦ）＝ﾉリ（ＢｎＦ）≦,(』（Ｆ）．
故に，定理２１（１）より，ノｕ（Ｂ）≦ﾉリ（Ｆ）≦ﾉ(』＊（ＵＥＥ)．
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3．（Ｑ,珀傘,リポ）への推移Ｉ性
finitesubsetproperty,localizable性，そしてdirectsum性について,（ｎ,３，ﾉ(｡と（Ｑ,＄*,｣(』*）の間
の推移性を調べる．
定理３．１．（１）（Ｑ,＄*ｗ(Z＊）がfinitesubsetpropertyをもてば,（Ｑ’8Ｍz）もfinitesubsetproperty
をもつ．
（２）（ｎ,３，'U）がdirectsumな測度空間なら,（Ｑ,１８*,,(Z＊）もdirectsumな測度空間である．
（３）（Ｑ’8Ｍz）がfinitesubsetproperty［resplocalizable性,directsum性］をもてば,(Ｑ,３，ノリ）も
finitesubsetproperty［resplocalizable性，directsum性］をもつ．
証明．
ほとんど明らかであるが，例えば（１）だけでも示そう．α（Ｂ）＞０なるＢｅ３をとる．
ＢＳＷより畔のfinitesubsetpropcrtyから，ＥＣＢかつＯ＜I(Z＊（Ｅ）＜｡｡なるＥｅｌB*が存在す
る．すると，ＥのmcasurablccoverG（ＣＢと取れる）Ｅ３が存在して，ノ(』（Ｇ）＝,(Z（Ｅ）である
すると，
ＧＣＢかつ０＜ﾉリ（Ｇ）＜・・・
注意３１．localizable性については，無条件での推移性は存在しない
定理３２．（ｎ,３，/(L）をfinitesubsetpropertyをもつ測度空間とする．（５Ｍs*,/(z*）がlocalizable
であり，かつ条件：
（iii）Ｂ＊の各元がmeasurableelement（Ｅ３）をもつ
をみたせば,（Ｑ，BMZ）もlocalizableである．
証明．
凶を任意の部分族とする．仮定よりsupremumBeWが存在し，またそのmcasurablcelementE
E3が存在する．
さて，このＥが皿のsupremumであることを示す．
（イ）ノリ（Ａ－Ｅ）＝ＯｆＯｒａｌｌＡＥ則、
実際，任意のＦｅ３ｏに対して，
ノ(』（(Ａ－Ｅ）ｎＦ）≦α＊（（Ａ－Ｂ）ｎＦ）＋/(z＊（（Ｂ－Ｅ）ｎＦ）
≦α＊（Ａ－Ｂ）＋ﾉ(z＊（Ｂ－Ｅ）＝０． 
従って，finitesubsetpropertyより似（Ａ－Ｅ）＝０を得る．
（ロ）Ｂｅ３を，ノ(Ｚ（Ａ－Ｂ）＝ＯｆＯｒａｌｌＡＥ３をみたす任意の元とすると，ノ(』（Ｅ－Ｂ）＝０．
実際，supremum性よりノ(Z*(Ｂ－Ｂ）＝Ｏに注意して，任意のＦｅ３ｏに対して，
ノリ（（Ｅ－Ｂ）ｎＦ）≦α＊（（Ｅ－Ｂ）ｎＦ）＋ﾉ(z雛（（Ｂ－Ｂ）ｎＦ）
≦仏（Ｅ－Ｂ）＋ﾉ(z＊（Ｂ－Ｂ）＝０．
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従って，finitesubsetpropertyよりα（Ｅ－Ｂ）＝Ｏを得る．
以上（イ）（ロ）から，Ｅ力Ｖのsupremumであることが示された．
注意３．２上の定理では，（Ｑ,Ｗ,α*）のfinitesubsetpropertyは仮定されていない．また，条件
(iii）がＢ＊＝３の成立の重要な条件であるように，（UMB*,β＊）への推移性と＄＊＝３との間
に深い関係がある．
4．strictlyfinitesubsetproperty 
定義４１（ｎ，8Ｍz）をfinitesubsetpropertyをもつ空間とする．条件：
（i）α（ＥｎＢ）＝ＯｆｏｒａｌｌＢａ２Ｉ'‐〃（Ｅ）＝０
をみたす任意の部分族ｊＪ７Ｃ３ｏに対して，
Ｑ－ＵＢＢＣＮ，ここでﾉリ（Ｎ）＝０
なるＮＥＳが存在するとき，（ＱＢＭｚ）はｓｔｒｉｃｔｌｙｆｉｎｉｔｅｓｕｂｓｅｔｐｒｏｐｅｒｔｙをもつという．
定理４１．（５Ｍ〕ＭＺ）がdirectsumな測度空間のとき，strictlyfinitcsubsetpropertyとstrictlydirect
sum性は同値である．
証明．
（Ｑ,３，ﾉU）がstrictlyfinitesubsetpropertyをもつとし，Ⅳ＝｛Ａｊ,ｊｅｌ｝を任意の＊－分割とする．
虹は定義４１の条件（i）をみたすから，仮定より
Ｑ－ＵｉＡｊＣＮ，ここで似（Ｎ）＝０
なるＮＥＳが存在する．従って,（ｎ,３，ノリ）はstrictlydirectsumである．
逆に，（Ｑ，３，ﾉ(、がstrictlydirectsumであるとし，則亡３．を定義４．１．の条件（i）をみたす任
意の部分族とする．
各Ａに対して，（Ａ，Ａｉｎ８ＭＬ）はlocalizableであるから，族Ajmz7はsupremumB，（ＣＡｉ
と取れる）Ｅ３をもつ．すると，｛Ｂｉ，にＩ｝は＊－分割となる．
従って，仮定よりＱ－ＵｊＢｊＣＮ，ここで似（Ｎ）＝０，なるＮＥＳが存在する．
ところで，定理２４（４）よりノ〔』（Ｂ,）≦‘（ＡｉＵＵＥＥ）だから，
ノu＊（Ｑ－ＵＥＥ）≦,(z＊（Ｑ－ＵｉＢｉ）＝０．
これは求めるstrictlyfinitcsubsetpropertyの成立を示し，主張が得られた．
定理４．２．（Ｑ,;]ＭＺ）がstrictlyfinitesubsetpropertyをもつ測度空間ならば，（Ｑ,Ｗ,ﾉ〔』*）はfinite
subsetpropertyをもつ．
証明．
ＦＥＢ＊とし,/(Z＊（ＦｎＢ）＝OforallBE（Ｕ)｡とする．各ＢＥ３ｏに対しＢＥ（＄*)｡だから，
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似＊（ＦｎＢ）＝ＯｆＯｒａｌｌＢｅ３ｏ・
ＦｎＢのmeasurablecoverをＥＢ（亡Ｂと取れる）とすれば，ノ仏（ＥＢ）＝０．
ところで，３．自身条件（i）をみたす．すると，域＝｛Ｂ－ＥＢ；ＢＥ３｡｝亡芯･は明らかに条件
(i）をみたすから，
Ｑ－ＵＢ（Ｂ－ＥＢ）ＣＮ，ここで似（Ｎ）＝０
～ 
なるＮｅ８ｉが存在する．Ｂ＝ＵＢ（Ｂ－ＥＢ）とおくと，ＦＣＱ－ＢＣＮ．
故に，」u＊（Ｆ）＝Ｏとなり主張が得られた．
文献
[1］ＫSato,directsumな測度空間について，法政大学多摩研究報告，４（1989)．
[2］ＫSato,directsumな測度空間について(2)，法政大学多摩研究報告，５（1990)．
